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ТЕНЗОР КРУЧЕНИЯ ПОДСВЯЗНОСТИ 

В РАССЛОЕНИИ 
НАД ГРАССМАНОПОДОБНЫМ МНОГООБРАЗИЕМ 

ЦЕНТРИРОВАННЫХ ПЛОСКОСТЕЙ 
 

 
В n-мерном проективном пространстве исследуется 

грассманоподобное многообразие *Gr ( m,n )  центриро-

ванных плоскостей размерности m. Введен объект кру-
чения подсвязности в расслоении, ассоциированном с 

многообразием *Gr ( m,n ) . Показано, что данный объ-

ект образует тензор, содержащий один простейший и 
четыре простых подтензора. 

 
Ключевые слова: проективное пространство, грасс-

маноподобное многообразие центрированных плоскостей, 
связность, тензор кручения. 

 
Отнесем n-мерное проективное пространство Pn к подвиж-

ному реперу {A, AI} (I, … = 1, …, n), инфинитезимальные пе-
ремещения которого определяются формулами 

 I
IdA A A   , J

I I I J IdA A A A     , 

причем формы Пфаффа I I
I J, ,    удовлетворяют структур-

ным уравнениям Картана проективной группы GP(n) 
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I J I J

J I I J

I K I I K I
J J K J K J

D , D ,

D .

     

       

   

     
  (1) 

В пространстве Pn рассмотрим грассманоподобное много-

образие *Gr ( m,n )  [1] центрированных m-мерных плоскостей 
*
mL . Помещаем вершины A, Aа на плоскость *

mL  и фиксируем 

центр А (индексы принимают значения: a, … = m,1 ; 

, … = n,1m  ). Уравнения a a ab
b

 
        являются 

уравнениями грассманоподобного многообразия *Gr ( m,n )  
центрированных плоскостей, причем компоненты фундамен-

тального объекта a ab{ , }     удовлетворяют дифференци-

альным сравнениям по модулю базисных форм  , a
  

 a ab a
b 0        ;  ab 0  .  (2) 

При указанной специализации подвижного репера струк-
турные уравнения (1) базисных форм принимают вид: 

 a ab
a abD       

                ; 

 b
a a b a aD     

            .   

Над многообразием * *V Gr ( m,n )  возникает главное рас-

слоение * *G (V ) , типовым слоем которого является подгруппа 

стационарности *G  центрированной плоскости *
mL . Главное 

расслоение * *G (V )  содержит следующие фактор-расслоения: 

плоскостных линейных реперов со слоевыми формами a
b , 

нормальных линейных реперов (слоевые формы 
 ), центро-

проективных реперов ( a
b , a ) и аффинное фактор-расслоение 

( a
b , 

 , а
 ), типовым слоем которого служит аффинная 

фактор-группа [2] группы *G . 

(3) 
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В главном расслоении * *G (V )  задается фундаментально-
групповая связность по Г. Ф. Лаптеву: 

 a a a ac
b b b b cL 

        ; a
aL     

          ; 

 a a a ab
bL 

          ; b
a a a a bL  

        ; 

 a
aL  

          . 

Согласно теореме Картана — Лаптева [3] связность в ассоции-

рованном расслоении * *G (V )  определяется с помощью поля 
объекта связности 

 a ac a a ab b a
b b a a{ ,L , ,L , ,L ,L , ,L , } 
                

на базе *V  следующими сравнениями: 

 a ac a
b b c bL 0       , ac ac

b bL 0    , 

 a
aL 0  

       , a aL 0 
    , 

 a ab a a b a
b b bL ( ) 0 

                 , 

ab a b ab c ab
c cL ( L L ) 0 

            , b b
a a a bL ( ) 0        , 

 b cb b
a a c aL 0        ,  (4) 

 a a a
a aL ( ) L 0

                , 

 a ba a b a
b bL L 0

            , 

где введены обозначения: 

 a a c a a
b b c b b             , ac a ec c a ac

b b e b b             , 

 a
a

   
                , a ba a

b
  
           , 

 a a
     , ab ab

     . 

Объект связности Г содержит подобъект 

 a ac a b
1 b b a a{ ,L , ,L ,L , } 

         , 
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состоящий из объектов центропроективной и нормальной ли-
нейной связностей. 

Подставляя в структурные уравнения (3) базисных форм 
 , a

  многообразия *G  формы связности a
b , 

 , a , 

приходим к следующим уравнениям: 

 a ab
a a bD S S S           

                   , 

 b
a a b a a aD S       

                     

 b bc
a a cb bS S     
        , 

где компоненты объекта S выражаются по формулам: 

 [ ]S 
  , a a aS L  

      , ab a bS 
       , 

 a [ a ]S L 
    , b b b b

a a a aS   
             , 

 bc b c b c
a a aS L L  
         , 

здесь квадратные скобки означают альтернирование по край-
ним индексам и парам индексов. 

Учитывая дифференциальные сравнения (2) компонент 
фундаментального объекта   и сравнения (4) компонент по-
добъекта 1 , приходим к следующим сравнениям по модулю 

базисных форм: 

 a
[ ] aS S 0 

     , a ba
bS 2S 0 

     , abS 0
  , 

 b
a a[ ] b aS S S 0  
       , b cb b

a a c aS 2S S 0  
       , 

 bc bc
a aS S 0 
     . 

Теорема. Объект кручения S подсвязности 1  грассма-

ноподобного многообразия *G  центрированных плоскостей 
является тензором, содержащим один простейший [2] под-

тензор ab
0S { S }

  и четыре простых подтензора 
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a ab
1S {S ,S } 

  , bc bc
2 aS {S ,S } 

  , a ab
3S {S ,S ,S }  

   , 

b bc b bc
4 a aS {S ,S ,S ,S }   

    . 

Следствие. Подтензоры тензора кручения S подчиняются 
следующей схеме включений 

 
1 0 2

3 4

S S S

S S S ,

 

 
   

причем 1 4S S . 
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THE TORSION TENSOR OF THE SUBCONNECTION 
IN THE FIBERING OVER GRASSMAN-LIKE MANIFOLD 

OF CENTERED PLANES 
 

Grassman-like manifold *Gr ( m,n )  of centered m-planes is 

considered in the projective space nP . The torsion object of the 

subconnection are introduced. It is shown, that torsion object of the 
subconnection is a tensor. It contains one elementary and four sim-
ple subtensors. 


